CAPITULO 3

FUNCOES REAIS DE VARIAS
VARIAVEIS REAIS

3.1 Funcoes Reais de Varias Variaveis Reais

Vamos agora tratar do segundo caso particular de fungdes F' : Dom(F) C R" — R™,
que sao as fungoes reais de varias variaveis reais. Neste caso, temos que m =1en > 2,
i.e. o dominio é um subconjunto de R™, n > 2, enquanto que o contradominio é um
subconjunto da reta .

DEFINICAO 3.1.1: Dado Dom(f) C R"™, uma func¢ao real f de vdrias varidveis reais
¢ uma correspondéncia, f : Dom(f) C R" — R, que a cada ponto X = (z1,xs, ..., x,) €
Dom(f), associa um e apenas um y = f(X) € R.

Exemplo 3.1.1: Abaixo temos alguns exemplos de fungoes reais de varias variaveis,
comn =2 ((a)e (b)) en=3((c)e(d)).

a) f(r,y) =4~ (2* +9?), (v,y) €R%.

b) g(z,y) = zy, (z,y) € R*.

c) hz,y,2) =x+y+ 2, (v,y,2) € R3.

d) w(z,y, 2) (z,y,2) € R\{(0,0,0)}.

:x2+y2+22’

Conforme mencionado, o conjunto Dom(f) é chamado de dominio da fungao f. Além
disso, continuaremos abusando da linguagem, conforme mencionado nas aulas ante-
riores. Isto é, quando a funcao f for dada por sua expressao e fizermos a pergunta:
“qual € o dominio da funcao f?7 Estaremos de fato perguntando: “qual € o maior
subconjunto de R™, no qual f estd bem definida?”, ou seja, “qual é o maior subconjunto
Dom(f) CR", tal que f(X) € um elemento de R, para todo X € Dom(f)?”

31
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3.2 Operacoes com Funcoes Reais de Varias Varia-
veis Realis

Definiremos a seguir as usuais operacoes de soma, diferenca, produto e quociente, da
mesma forma que fizemos para funcoes reais de uma variavel.

DEFINIQAO 3.2.1: Considere as funcoes f,g: D C R" — R e a constante k£ € R.
Neste caso, definimos as seguintes funcoes:

a) a funcao f 4+ ¢g: D CR" — R, chamada de soma de f e g, dada por
(f +9)(X) = f(X) +9(X),VX € D;
b) a funcdo f — ¢g: D C R" — R, chamada de diferenca entre f e g, dada por
(f =9)(X) = f(X) —g(X),VX € D;
¢) a fungao kf : D CR" — R, chamada de produto de f pela constante k, dada por
(Ef)(X) = kf(X),VX € D;
d) a fungao fg: D C R"™ — R, chamada de produto de f pela fun¢io g, dada por

(f9)(X) = f(X)g(X),VX € D;

e)se g(X) #0,VX € D, a funcao S : D C R" = R, chamada de quociente de f pela
g
funcao g, dada por

(g) (X) = %,VX eD.

Caso exista X € D, tal que g(X) = 0, mas o conjunto D; = {X € D | g(X) # 0} seja
nao vazio, podemos definir a fungao quociente no conjunto Dy, i.e.

(g) (X) = %,VX € D;.

Vamos inicialmente nos concentrar em fungoes reais de apenas duas varidveis reais.
3.3 Funcoes Reais de Duas Variaveis Reais

Vamos trabalhar nesta secao apenas com funcoes reais de duas variaveis reais. Isto é,
vamos trabalhar com funcoes f da forma

[ Dom(f) C R?
(z,9)

R
f(x,y).

_>
'_>
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Vamos iniciar identificando e esbocando o dominio de algumas funcoes de duas variaveis
reais.

Exemplo 3.3.1: Determine e esboce o dominio das funcoes definidas pelas expressoes
abaixo.

_zty
a) fl(x7y> - T _y
b) folz,y) = \/yzaﬁ\/l -y
C) .f3(xay): 1’2—y2.
d) falz,y) = /2% —y* -1

Y
e) f5('r7y) - T — 1
£) fo(z,y) = In(zy — 1)
Solucao:
y V' N
a) Neste caso, como o termo z — y aparece no denomi- i
nador da expressao de fi, devemos ter x —y # 0. Desta d
forma, segue que 7
7/
Dom(f) = {(w.) € B? |y # 2}, y i
Ve
Temos portanto, que o dominio da funcao é todo plano d
xy, excetuando a reta y = x (figura ao lado). e
/

b) Neste caso, para podermos calcular as duas raizes que
aparecem na expressao de fy, devemos ter y —x > 0 e
1 —y > 0. Portanto, segue que

Dom(fy) = {(z,y) e R*|y>u e y <1}

Ao lado, temos um esbogo de Dom(fs), que é a regiao
acima da reta y = x e abaixo da reta y = 1.
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c¢) Neste caso, para podermos calcular a raiz que aparece
na expressao de f3, devemos ter 22 —y? > 0. Além disso,
como o termo /2 — y? estda no denominador da funcao
fs, é necessario ter 22 — y? # 0. Portanto, segue que

Dom(fs) ={(z,y) € R*|2® —y* > O}.

Comor? -y’ >0y’ <’ eyl <|r|e —|z|<y<
||, temos que

Dom(fs) = {(z,y) € R*| — |z <y < |=[}.

Ao lado, temos um esboc¢o do dominio da fungao f, que
é a regiao compreendida entre y = |z| e y = —|z|.

d) Neste caso, para podermos calcular a raiz que apa-
rece na expressao de fy, devemos ter 22 — y?> — 1 > 0.
Portanto, segue que

Dom(fy) = {(z,y) € R? |2 —y* > 1}.

Ao lado, temos um esbogo de Dom(fy), que é a regiao
do plano determinada pela hipérbole 22 — %2 = 1 que
nao contém a origem.

e) Neste caso, como o termo x — 1 aparece no denomi-
nador da expressao de f5, devemos ter x — 1 # 0. Desta
forma, segue que

Dom(fs) = {(z,y) € R? | # 1}.

Temos portanto, que o dominio da fun¢ao é todo plano
xy, excetuando a reta x = 1 (figura ao lado).

f) Neste caso, como o termo xy — 1 aparece como argu-
mento do logaritmo natural na expressao de fg, devemos
ter xy — 1 > 0. Desta forma, segue que

Dom(fs) = {(z,y) € R*|zy > 1},

Ao lado, temos um esbogo de Dom(fs), que é a regiao
do plano determinada pela hipérbole xy = 1 que nao
contém a origem.

/
/
/
/
/
s
%
x 'Y
| 4
A X
\
\
\
\
\
\

A\




Cdlculo 2B - Notas de Aula (em construgcao) - Prof® Denise 2018-235

Q©

3.4 Exemplos Alguns Tipos de Funcoes Reais de Duas
Variaveis Reais

Veremos a seguir exemplos de alguns tipos de fungoes reais de duas varidveis reais.

Exemplo 3.4.1: (Funcao Polinomial) Uma func¢do polinomial de duas varidveis
reais a valores reais é uma funciao f : R? — R dada por

f(xay) - Z a’mnxnyma
m+n<p

onde p é um natural fixo e os coeficientes a,,, s@o numeros reais dados. A soma é
estendida a todas solugoes (m,n), m e n naturais, da inequacao m +n < p.

Exemplo: f(z,y) = 22°y* + 2%y°.

Exemplo 3.4.2: (Fungao Afim) Uma func¢do afim de duas varidveis reais a valores
reais é uma funcao f : R? = R dada por
flz,y) = ax + by +c,

onde a, b e ¢ sao numeros reais dados. A funcao afim é um caso particular de uma
fungao polinomial. Observe que o grafico de uma fun¢ao afim de duas variaveis reais é
um plano.

Exemplo: f(z,y) =2z + Ty + /6.

Exemplo 3.4.3: (Fungao Linear) Uma fun¢do linear de duas varidveis reais a valores
reais ¢ uma funcao f : R? — R dada por

f(z,y) = ax + by,

onde a e b sdo numeros reais dados. A funcado linear é um caso particular de uma
funcao afim. Observe que o grafico de uma fungao linear de duas variaveis reais é um
plano que contém a origem.

2
Exemplo: f(z,y) =2z + —y.

V3

Exemplo 3.4.4: (Funcao Racional) Uma fun¢ao racional de duas varidveis reais a
valores reais ¢ uma fungao f : Dom(f) C R* — R dada por
p(z,y)
flz,y) = ,
q(z,y)
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onde p e ¢ s@o fungoes polinomiais dadas. Temos, neste caso, que Dom/(f) = {(z,y) €
R?[q(z,y) # 0}.

2,2 7 3
Exemplo: f(z,y) = % Observe que

Dom(f) = {(z,y) e R*|z(y +1) # 0}
{(z,y) eR* |z #0ey# —1}

Temos portanto, que o dominio da funcao é todo plano ~ _ ______
xy, excetuando as retas x = 0 e y = —1 (figura ao lado). [

3.5 Curvas de Nivel de Funcoes Reais de Duas Variaveis

Seja f : Dom(f) C R? — R. Conforme ji sabemos, dado k € Im(f), temos que o
conjunto de nivel da funcao f correspondente ao nivel k£ é o subconjunto do dominio
dado por

Ci(f) = {(x,y) € Dom(f) | f(z,y) = k}.

No caso em questao, que é o das fungoes reais de duas varidveis reais, os conjuntos
de nivel de f sao curvas. Por este motivo, os conjuntos de nivel de fungoes reais de
duas variaveis reais sao chamados de curvas de nivel. Em alguns casos, para certos
valores de k, pode acontecer das curvas de nivel se degenerarem em pontos, conforme
veremos nos exemplos. Conforme mencionado, as curvas de nivel sao muito tteis para
se ter uma visao do comportamento da funcao. Isto porque, elas nos fornecem todos os
pontos do dominio que possuem a mesma imagem. Desta forma, se, para valores signi-
ficativos de k na imagem da funcao, conhecéssemos suas curvas de nivel k, poderiamos
ter uma boa ideia do grafico de f, pelo menos de uma forma discretizada. Para isto,
“pegariamos”as curva de nivel de f referentes a k e as “colocariamos”no plano z = k.

Observacao 3.5.1: Como sabemos que f é constante ao longo das curvas de nivel,
observe que duas curvas de nivel de uma funcao f correspondentes aos niveis k; e ko,
onde ki # ko, ndo podem se interceptar.

Vamos agora fazer alguns exemplos.

Exemplo 3.5.1: Determine e eshoce as curvas de nivel das funcoes dadas abaixo.
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a) filz,y) =z +y.
b) fo(z,y) = 2* + ¢
C) fg(l‘, y) = y2 —2l‘22
d) fa(z,y) = e @+
e) f5(«T,y) =1- y2'
£) fola.y) = —=

Solucao:

a) Neste caso, observe que Dom(f;) = R? e que Im(f;) = R. Desta forma, temos que
para todo k real, o conjunto de nivel k de f; é dado por

Cr(fi) ={(z.y) eR* |z +y =k}

Ou seja, as curvas de nivel k de f; sao retas x + y = k. Por exemplo,

para k = 0, temos a reta y = —x;

para k =1, temos a reta y = —x + 1;
para k = 2, temos a reta y = —x + 2;
para k = —1, temos a reta y = —x — 1;
para k = —2, temos a reta y = —x — 2.

As curvas de nivel de f; encontram-se esbogadas abaixo. A curva de nivel k = 0 esta
esbocada em azul, as curvas de nivel £ > 0 estao esbocadas em verde e as curvas de

nivel £ < 0 estao esbogadas em rosa.
N \\

<

N

b) Neste caso, observe que Dom(fy) = R? e que I'm(fy) = {z € R|z > 0}. Desta
forma, temos que, para todo k£ > 0 real, o conjunto de nivel k de f5 é dado por

Cr(f2) = {(z,y) e R? 2" +y* = k}.

Observe que, para k = 0, temos apenas o ponto (0,0), i.e. Co(f2) = {(0,0)}. J& para
k > 0, temos que as curvas de nivel k¥ > 0 de f, sao circunferéncias > +y? = k, i. e.
circunferéncias de raio vk e centro na origem. Por exemplo,

para k = 1, temos a circunferéncia 2% + y? = 1;

para k = 2, temos a circunferéncia a2 + 3% = 2;

para k = 3, temos a circunferéncia a? + 3% = 3;

para k = 4, temos a circunferéncia a2 + 3% = 4.

As curvas de nivel de fy encontram-se esbogadas abaixo. A curva de nivel £ = 0 (a
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origem) estd esbocada em azul e as curvas de nivel k£ > 0 estao esbocadas em verde.

a

N
&7

c) Neste caso, observe que Dom(f3) = R? e que Im(f3) = R. Desta forma, temos que
para todo k real, o conjunto de nivel k£ de f3 é dado por

Ci(fs) = {(z,y) e R?|y* —a® = k}.

Observe que, para k = 0, temos que y> —2? =0 & 3> =2 & |y| = |2| & y = x ou
y = —x, i.e. as curvas de nivel zero sao as retas y =z e y = —x. Ja para k > 0, temos
que as curvas de nivel k > 0 de f3 sdao as hipérboles y* — 22 = k > 0, i. e. hipérboles
cujos focos estao no eixo y. Contudo, para k < 0, temos que as curvas de nivel k£ < 0
de fs sdo as hipérboles 2 — 22 = k < 0, i. e. hipérboles cujos focos estdao no eixo .
Por exemplo,

para k =0, temos as retas y = x e y = —x;

para k = 1, temos a hipérbole y? — 2% = 1;

para k = 2, temos a hipérbole y? — 2% = 2;

para k = —1, temos a hipérbole 22 — 3% = 1;

para k = —2, temos a hipérbole 22 — 3% = 2.

As curvas de nivel de f3 encontram-se esbocadas abaixo. As curvas de nivel £ = 0
(retas) estao esbogadas em azul, as curvas de nivel k£ > 0 estao esbogadas em verde e
as curvas de nivel k£ < 0 estao esbogadas em rosa.

d) Neste caso, observe que Dom(fs) = R?. Quanto & imagem de f4, note que
—(2® + %) <0,V (x,y) € R.

Desta forma, tomando a exponencial de ambos os lados da inequacao, encontramos que
(2 2 , . ~ . , .
e~ @) <1V (z,y) € R% Além disso, como a fungao exponencial é sempre maior
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do que zero, temos que
0<e @) <1V (2,y) € R

Concluimos assim que, I'm(fy) = (0,1]. Portanto, se k € (0, 1], o conjunto de nivel k
de f, é dado por

Clf) = {(@y) er | e g}
Observe que
) — ks —(22+y) =lnk o 2>+ 9> = —Ink.
Desta forma, para k = 1, temos que
P4y =—Inl=0r=0ey=0,

de modo que
C1(fs) = {(0,0)}

e, para k € (0,1), temos que

1
x2+y2:—lnk::1n—},

as) = {ner .

isto é, as curvas de nivel k de fy, para k € (0, 1) sdo circunferéncias de centro na origem

eraio vV—Ink= @/ln%.

Vejamos a seguir exemplos de algumas curvas de nivel de f;.

Para k = 1, temos o ponto (z,y) = (0,0);

para k = 1/2, temos a circunferéncia 2 + y*> = —In 3= In 2;

1
para k = 1/6, temos a circunferéncia 2 + y*> = —In 6= In 6;
para k = 1/10, temos a circunferéncia 2> + y?> = —In 0= In 10.

As curvas de nivel de f; encontram-se esbocadas abaixo.

a

N
&7

Observe que precisamos fazer pequenas manipulagdes para encontrar a imagem de
fa. Caso tivéssemos tido alguma dificuldade em descobrir que 0 < e~ @™+ < 1,
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V (z,y) € R% um procedimento que podemos adotar é supor que k é um elemento na

imagem da funcao e partir para a descoberta dos conjuntos de nivel. No caso, apenas
{ { a0 e~ (@) —

suporiamos que k € Im(fy) e tentariamos resolver a equagao e = k. Durante

0 processo, as restrigoes sobre k se evidenciariam. De fato, constatamos que sé ha

solugoes (z,y) € Dom(f;) = R? para a equagao

e @) — ko 2?4 y? = —Ink,
quando —1Ink > 0. Desta forma, devemos ter
—Ink>0hi<0&e0<k<1.

O que fizemos de uma forma reversa foi descobrir que solucionamos a equacao e~ ¥°) =
k, (z,y) € R? se e somente se 0 < k < 1. Isto equivale a dizer que Im(f;) = (0, 1].

e) Neste caso, observe que Dom(fs) = R%. Quanto & imagem de f5, como 3> > 0,
V (z,y) € R? temos que —y? <0, V (z,y), ou seja, 1 —y? <1,V (x,y). Desta forma,
temos que I'm(f5) = (—oo, 1]. Portanto, se k € (—o0, 1],0 conjunto de nivel k de f5 é
dado por

Clfs) = {@y) eR| 1-y* =k}
Desta forma, para k = 1, temos que

Ci(fs) = {(z.y) € B

y= 0}
e para k € (—o0, 1), temos que
Celfs) = {(w.y) €R? | y =VI—kouy = —VI—k}.
Ou seja, o conjunto de nivel k£ =1 de f5 é o eixo x e o conjunto de nivel k de f5, para
k € (—00,1) é formado pelas retas y = V1 —k ey = —/1 — k.
Vejamos a seguir exemplos de algumas curvas de nivel de f;.

Para k =1, temos a reta y = 0;

V2

2
para k = 1/2, temos as retas y = — ey = ——;

2 2
9V 6 5v6
para k = 1/6, temos as retas y = T\/_ Y= ——\/_;
9v1 v 10
para k = 1/10, temos as retas y = 100 ey = —91—0;
115 11v/5
para k = —1/20, temos as retas y = 1—\0/_ ey = —1—\0/_;

As curvas de nivel de f; encontram-se esbocadas abaixo. Os conjuntos de nivel k = 0
estao esbocadas em azul, os conjuntos de nivel 0 < k& < 1 estao esbocadas em verde e
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os conjuntos de nivel —oo < k < 0 estao esbogadas em rosa.

VN

y

A 4

Se tivéssemos tido dificuldade em encontrar a imagem de f5, poderiamos ter utilizado
a sugestao dada no item anterior. Isto é, apenas suporiamos que k € Im(fs) e ten-
tarfamos descobrir as curvas de nivel k de f;. Desta forma, teriamos que solucionar
1 — y? = k. Neste processo, ao tentarmos resolver a equacao 1 — y? = k, constatamos
que s6 hd solugoes (z,y) € Dom(fs) = R? para a equagao

-y =key =1—k,

quando k € (—oo,1]. A traducao deste resultado é de que Im(f5) = (—oo0, 1].

f) Neste caso, observe que

Dom(fs) = {(z,y) € R? |z # 1}

e que Im(fs) = R. Desta forma, temos que para todo k real, o conjunto de nivel k de
fe é dado por

Ci(fs) = {(z,y) € Dom(fe) |y = k(z — 1)},

ou seja, as curvas de nivel k de fg sdo retas y = k(z — 1). Por exemplo,

para k = 0, temos a reta y = 0;

para k =1, temos a reta y = x — 1;

para k = 2, temos a reta y = 2z — 2;

para k = —1, temos a reta y = —x + 1;

para k = —2, temos a reta y = —2x + 2.

As curvas de nivel de fz encontram-se esbocadas abaixo. As curvas de nivel £ = 0
(semi-retas) estdo esbogadas em azul, as curvas de nivel k& > 0 (semi-retas) estao
esbogadas em verde e as curvas de nivel k£ < 0 (semi-retas) estao esbocadas em rosa.

\

\
/

Y

AN

:
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g) Neste caso, observe que
Dom(f7) = {(z,y) € R?|xy > 1}

e que I'm(f;) = R. Desta forma, temos que, para todo k real, o conjunto de nivel k de
f7 é dado por
Cy(f7) = {(z,y) € Dom(f7)| In(zy — 1) = k}.

Como In(zy — 1) =k < zy — 1 = eF & a2y = 1+ ¥, temos que as curvas de nivel k de
f s@o as hipérboles zy = 1 + e*. Por exemplo,

para k& = 0, temos a hipérbole xy = 2;

para k = 1, temos a hipérbole xy =1 + e;

para k = 2, temos a hipérbole xy = 1 + €?;

1
para k = —1, temos a hipérbole y = xy =1+ >

1
para k = —2, temos a hipérbole y = 2y =1+ —

As curvas de nivel de f; encontram-se esbogadas abaixo. As curvas de nivel £ = 0
estao esbocadas em azul, as curvas de nivel k£ > 0 estao eshocadas em verde e as curvas
de nivel k£ < 0 estao esbocadas em rosa.

h 4

Vamos agora passar aos graficos de funcgoes reais de duas variaveis. Portanto, é interes-
sante que vocé faca uma revisao de planos, cilindros, esferas, superficies de revolugao e
superficies quadricas em geral. No Apéndice 1, temos uma revisao destes topicos. Nao
deixe de estuda-los.

3.6 Graficos de Funcoes Reais de Duas Variaveis

Seja f: Dom(f) C R* — R. Conforme ja sabemos, temos que o grafico da fungao f é
o subconjunto de R?* dado por

Gr(f) ={(z,y, f(z,)) € R?| (z,y) € Dom(f)}.
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No caso em questao, que é o das funcoes reais de duas variaveis reais, atente para o
fato de que os graficos destas funcoes estao em R3.

A representacao geométrica do grafico de uma funcao de duas varidveis é uma tarefa
que pode ser muito dificil. Por isto, em alguns casos nos contentamos em visualizar
as curvas de nivel. Vamos agora fazer alguns exemplos que nao estao entre os mais
dificeis.

Exemplo 3.6.1: Determine e esboce os gréaficos das funcoes dadas abaixo. Use as
curvas de nivel encontradas no Exemplo 3.5.1, se achar necessario.

a) hi(z,y) =x+y.
b) ha(,y) = o + 7
c) hy(x,y) = y* — 2%
d) hy(x,y) = e~ (@ +y?)
e) h5(37,y) =1 ; y2
f) h’6<x7y> - r—1

Solucao:
a) Temos que o grafico de h; é dado por
Gr(hy) = {(z,y,x +y) € R?|(z,y) € R*}.
Temos portanto, que o grafico da fungao é o plano
z=x+Yy,

que ¢ o plano que contém a origem e é perpendicular aos
vetores (1,1,—1) e (—1,—1,1) (figura ao lado).

b) Temos que o grafico de hy é dado por
Gr(he) = {(z,y,2° +y*) € R?| (2,y) € R*}.

Temos portanto, que o gréafico da funcao é o paraboldide
z = 2% +9y? (figura ao lado).
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¢) Temos que o grafico de hs é dado por
Gr(hs) = {(z,y,y* —2*) € R?| (z,y) € R?}.

Temos portanto, que o gréafico da funcao é o paraboldide
hiperbélico z = y* — 22 (figura ao lado).

d) Temos que o grafico de hy é dado por

Gr(hy) = {(:1:, v, e’(“2+92)) cR?|(x,y) € R2} .

Neste caso, observe que, as variaveis x e y s6 aparece na
forma (/22 + y2)?. Estamos portanto diante de uma
superficie de revolucao. Desta forma, para descobrir a
funcao z = f(y) (ou z = g(x)), cuja rotacao do grafico
resultou na superficie em questao, vamos substituir o
termo (22 4+ y?) na expressao de hy por y* (ou por z?).
Encontramos assim, a funcio z = f(y) = e ¥ (ou a
funcao z = g(x) = 6*12). Temos entao, que o grafico de
hy é a superficie gerada pela rotacio da curva z = e %",
no plano yz, em torno do eixo z (ou, o que dd no mesmo,
a rotacao da curva z = e‘xQ, no plano xz, em torno do
eixo z) (figura ao lado).

e) Temos que o grafico de hs é dado por
Gr(hs) = {(z,y,1 - ¢*) e R*|(z,y) € R?} .

Neste caso, observe que, no plano yz, a equacao z =
1 — 42, é a equacao de uma parabola. Portanto, em R3,
a equacao z = 1 — 4% é a equacao de um cilindro cuja
diretriz é a pardbola z = 1 — 2, no plano yz, e cuja
geratriz é paralela ao eixo x. Este cilindro é chamado
de cilindro parabdlico (figura ao lado).
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f) Temos que o gréfico de hg é dado por

Gr(hg) = {(:L’y%) € R? |z # 1}.

Lembre-se que vimos, no Exemplo 3.3.1 (e), que

Dom(he) = {(z,y) € R*|x # 1}. Na figura ao lado,

temos o grafico esbocado pelo Maple V. Embora seja

dificil visualizar, procure observar que a reta dada pela
intersegao dos planos z = 1 e y = 0 (reta paralela ao

eixo z que contém o ponto (1,0,0)) ndo pertence ao
grafico da fungao. Mais ainda, temos que o grafico de M“‘\“‘
hg nao intercepta o plano x = 1 e, quanto mais o valor

da abscissa de pontos (z,y) do dominio se aproximam de
xr = 1, maior, em modulo, serd a imagem deste ponto.
Imagine mais ou menos uma “vareta’infinita sobre o
eixo x, transpassada pelo eixo paralelo ao eixo z que
contém o ponto (1,0,0), de forma que consiga girar em
torno deste. Entao, imagine a “vareta”girando em sen- ‘
tido anti-hordrio, ao mesmo tempo que vai subindo ao i H””’“’”HHHHM
longo do eixo de rotacao. Quanto mais a “vareta” estiver

se aproximando do plano x = 1, mais afastada ela ira

ficando do plano zy. Por outro lado, imagine a “va-

reta” girando em sentido horario, ao mesmo tempo que

vai descendo ao longo do eixo de rotagao. Quanto mais a

“vareta” também estiver se aproximando do plano z = 1,

mais afastada ela ira ficando do plano xy. Mais distante

do plano xy estara, quanto mais estiver se aproximando

do plano x = 1. Note que o processo de “colocar”as

curvas de nivel k na altura z = k, facilita a visualizacao

do gréfico.
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g) Temos que o grafico de h; é dado por
Gr(hr) = {(z,y,In(xy — 1)) € R | (2, y) € Dom(hr)}.

Lembre-se que vimos, no Exemplo 3.3.1 (f), que
Dom(h;) = {(z,y) € R*|zy > 1}. Na figura ao lado
temos o esbogo do grafico da funcao realizado pelo Ma-
ple V. Apesar de ser de dificil visualizacao, observe que
o processo de “colocar”as curvas de nivel k na altura
z = k, faz com que o grafico de h; esbocado pareca
bastante razoavel.
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Vamos agora nos concentrar em fungoes reais de trés variaveis reais.
3.7 Funcoes Reais de Trés Variaveis Reais

Vamos estudar agora com mais detalhes as fungoes reais de trés variaveis reais. Isto é,
funcoes f da forma
f @ Dom(f)CR® — R
(@1,2) = f@y2).

Vamos iniciar identificando e esbogando o dominio de algumas funcoes de trés variaveis
reais.

Exemplo 3.7.1: Determine e esboce o dominio das funcoes definidas pelas expressoes
abaixo.

a) filz,y,2) = \/1 —x? —y?— 22
b) fa(z,y,2) = /1 — 2.

C) fS(xaya Z) =

Solucao:

a) Neste caso, para podermos calcular a raiz de 1 — 2 —
y? — 2%, que aparece na expressao de f;, devemos ter

1 — 2?2 —y* — 22 > 0. Desta forma, segue que
Dom(f1) = {(z,y,2) € R*|2® +y* + 2* < 1}.

Temos portanto, que o dominio da funcao é a esfera
12 +y? + 2% = 1 e seu interior (figura ao lado).

b) Neste caso, para podermos calcular a raiz de 1 — z
que aparece na expressao de fy, devemos ter 1 — z > 0.
Portanto, segue que

Dom(fy) = {(z,y,2) e R*| 2 < 1}.

Temos portanto, que o dominio da funcao f é a regiao
do espacgo abaixo do plano z = 1, incluindo o préprio
plano z = 1.
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c¢) Neste caso, para podermos calcular a raiz de 1 —z—y—
z que aparece na expressao de f3, devemos ter 1 —x—y—

z > 0. Além disso, como o termo /1 — z — y — z esta no
denominador da funcao f3, é necessario ter 1 —x—y—z #

0. Portanto, segue que

Dom(f3) = {(z,y,2) € R®|z+y+z< 1,2 >0,y >0e z >0}

Temos portanto, que o dominio da funcao f;5 é a regiao
do primeiro octante limitada pelo do plano x+y+2 =1,
excluindo o proéprio plano z +y + 2z = 1.

Q©

3.8 Exemplos de Fungoes Reais de Trés Variaveis Re-
ais

Veremos a seguir exemplos de alguns tipos de fungoes reais de trés variaveis reais.

Exemplo 3.8.1: (Fungao Polinomial) Uma fun¢ao polinomial de trés varidveis reais
a valores reais ¢ uma funcao f : R — R dada por

f('rv Y, Z) = Z amnkxnymzku

m4n+k<p

onde p é um natural fixo e os coeficientes a,,,; sao nimeros reais dados. A soma é
estendida a todas solugoes (m,n, k), m, n e k naturais, da inequagdo m +n + k < p.

Exemplo: f(z,y,2) = 22°y°z + 2%y323 + 22

Exemplo 3.8.2: (Funcgao Afim) Uma func¢do afim de trés varidveis reais a valores
reais é uma funcao f : R — R dada por

f(z,y,2) =ax + by + cz + d,

onde a, b, ¢ e d sao ntmeros reais dados.

D
Exemplo: f(z,y,2) =2z + Ty + gz + 3.

Exemplo 3.8.3: (Funcao Linear) Uma func¢do linear de trés varidveis reais a valores
reais é uma funcao f : R — R dada por

f(z,y,2) = ax + by + cz,
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onde a, b e ¢ sao numeros reais dados.

2
Exemplo: f(z,y,2) =22+ —y+ 2.

V3

Exemplo 3.8.4: (Funcao Racional) Uma fun¢do racional de trés varidveis reais a
valores reais ¢ uma fungao f : Dom(f) C R* — R dada por

p(x,y, 2)
q(z,y,2)’

onde p e ¢ sdo fungdes polinomiais dadas. Temos, neste caso, que Dom(f) = {(z,y,2) €
R?|q(z,y,2) # 0}.

f(x7y7z) -

2,2 4 7y 1 2
Exemplo: f(z,y,z2) = e e . Neste caso, observe que
Ty + 2

Dom(f) = {(z,y,2) e R’ |y +zz # 0}
= {(z,y,2) e R?|z(y+ 2) # 0}
= {($>y>2)6R3|$#06y+27&0}

Portanto, o dominio de f é todo R?, menos o plano x = 0 e plano y + z = 0.

3.9 Superficies de Nivel de Funcoes Reais de Trés
Variaveis

Seja f : Dom(f) C R® — R. Conforme ji sabemos, dado k € Im(f), temos que o
conjunto de nivel da funcao f correspondente ao nivel k£ é o subconjunto do dominio
dado por

Sk(f) = {(l’,y,Z) € D0m<f) | f(.T,y,Z)) = k}

No caso em questao, que é o das fungoes reais de trés variaveis reais, os conjuntos de
nivel de f sao superficies. Por este motivo, os conjuntos de nivel de fungoes reais de
trés variaveis reais sao chamados de superficies de nivel. Em alguns casos, temos que
superficies de nivel podem se degenerar em curvas e até em pontos.

Observacao 3.9.1: Como sabemos que f é constante ao longo das superficies de nivel,
observe que duas superficies de nivel de uma fungao f correspondentes aos niveis k; e
ko, onde ki # ko, nao podem se interceptar.

Vamos agora fazer alguns exemplos.
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Exemplo 3.9.1: Determine e esboce as superficies de nivel das funcoes dadas abaixo.

a) hl(ZL‘,y,Z) =T

b) hQ(ZL‘,y,Z) _l‘2+y2

c) ha(z,y,2) = 2% + 4y? + 22

d) hy(x,y,2) = ,x>0,y>0ez>0

Solucao:

a) Neste caso, observe que Dom(h;) = R3 e que
Im(hy) = R. Desta forma, temos que para todo k real,
as superficies de h; correspondentes ao nivel k£ sao dadas
por

Si(h1) ={(z,y,2) € R? |z =k},

ou seja, as superficies de nivel de hy sao planos paralelos
ao plano yz. Por exemplo,

para k = 0, temos o plano x = 0;

para k = 1, temos o plano x = 1;

para k = 2, temos o plano x = 2;

para k = —1, temos o plano z = —1;

para k = —2, temos o plano z = —2.

As superficies de nivel de h; encontram-se esbocadas ao
lado.

b) Neste caso, observe que Dom(hy) = R? e que a ima-
gem de hy €

Im(hs) = {k € R|k > 0}.

Desta forma, temos que para todo k > 0, as superficies
de nivel de hy correspondentes ao nivel k sao dadas por

Sk(h2) = {(2,y,2) € R?|2” +y* = k}.

Observe que para k = 0, temos que a superficie de
nivel de hy é da forma 22 + y? = 0, o que corresponde
ao eixo z. Ja para cada k > 0, temos que a superficie
de nivel de hs correspondente ao nivel k£ é da forma
2?2 +y? =k > 0, o que corresponde a cilindros circulares
retos concéntricos (figura ao lado). De fato, por
exemplo

para k =0, temos 2> + > =0 < x=0ey =0, que é
areta (z,y,2) = (0,0,2), z € R;

para k = 1, temos o cilindro 2% + 3% = 1;

para k = 2, temos o cilindro 2% + 3% = 2;

para k = 3, temos o cilindro 2% + y? = 3.
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c) Neste caso, observe que Dom(hz) = R? e que a ima-
gem de hg é

Im(hs) = {k € R| k > 0}.

Desta forma, temos que para todo k£ > 0, as superficies
de nivel de hs correspondentes ao nivel k sao dadas por

Se(hs) = {(z,y,2) € R*|2® + 49* + 2* = k}.

Observe que para k = 0, temos que a superficie de nivel
de h3 se degenera em apenas um ponto, que ¢ a origem
(0,0,0). J& para cada k > 0, temos que a superficie
de nivel de hs correspondente ao nivel k£ é da forma
2?2 +4y* + 22 = k > 0, o que corresponde a elipséides
conceéntricos (figura ao lado). De fato, por exemplo
para k = 0, temos 22 +4y> + 22 =02 =0,y=0e
z =0, que é a origem (0,0, 0);

para k = 1, temos o elipséide x? + 4y + 22 = 1;

para k = 2, temos o elipséide x? + 4y + 22 = 2;

para k = 3, temos o elipséide z? + 4% + 2% = 3.

d) Neste caso, observe que
Dom(hy) = {(z,y,2) e R* |z +y+2< 1,2 >0,y >0,z >0}

e que a imagem de hy é
Im(hy) ={k eR|k>1}.

De fato, comox +y+2 <1, 2> 0,y >0, z > 0, temos que

0<zrz4+y+z<le-l<—a2—-y—2<0&0<<l—-2—-—y—2<1,

de modo que — > 1 e, portanto, > 1. Desta forma, temos
l—2x—y—=z l—2z—-—y—=2
que, para todo k > 1, as superficies de nivel de hy correspondentes ao nivel k sao dadas

por

I
=~

Sk(he) = {(az,y,z)eDom(h4) ! }

jRE—p—

{(.2) € Do) ﬁ:
2!
{

x,y,2) € Dom(hy) |1 —x —y— 2z =
(,y,2

,2) € Dom(hy) | +y+2=1—

2l 7o
—_—— —— T
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Portanto, temos que as superficies de nivel de hy correspondentes ao nivel k (k > 1)

sao da forma z +y +2 = 1 — o que corresponde a planos paralelos ao plano

ﬁa
x +y+ 2z =1, contidos no tetraedro x +y+ 2 < 1,2 >0,y >0, z > 0 (excetuando a
face © +y + z = 1) (figura abaixo). Por exemplo,
parak=1,temosz+y+2=0<2=0,y=0ez2=0,poisx >0,y >0, z2>0;
para k = 2, temosoplanox+y+z:1—1;
1
para k = 3, temosoplanox+y+z:1—§;

para k = 4, temosoplanox+y+z:1—ﬁ.

Se tivéssemos tido dificuldade em encontrar a imagem de h4, poderiamos utilizar a
forma reversa utilizada para funcoes reais de duas varidveis, que consiste em apenas
supor que k € Im(hy) e tentar descobrir as superficies de nivel k de hy, esperando
que, neste processo, as restricoes sobre k se tornem claras. Desta forma, teriamos que

solucionar =k, k € Im(hyg). Sendo assim, temos que
—r—y—z
1 1
=kk>0 & J1—-zx—y—2=—-k>0
l—x—y—=z k
1
= 1—x—y—z:@,k>060§x+y+z<1

1
= x+y+z:1—ﬁ,k‘>060§x+y+z<l.

Neste processo, constatamos que s6 hd solugoes para (x,y,z) € Dom(hy) para a

equacao =k se
l—2—y—=z
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1 1
0<1-—(=z+y+2)<1l, k>0 —1§—ﬁ<0,k>0

P2 =
1
& 0< 7o <1, k>0
s K2>1, k>0
& k>1
Isto significa que I'm(hy) = [1,00).
e) Neste caso, observe que Dom(hs) = R? e que

Im(hs) = R. Desta forma, temos que para todo k real,
as superficies de nivel de hs correspondentes ao nivel k
sao da forma

Si(hs) = {(z,y,2) € R*|2* + y* — 2* = k}.

Portanto, vamos ter trés casos diferentes:

— para k = 0, temos que as superficie de nivel de hs é o
cone 72 + y? — 2% = 0;

— para cada k& > 0, temos que a superficie de nivel de hj
correspondente ao nivel k é da forma z? + y* — 22 = |k|.
Temos assim, que as superficies de nivel de hs sao
hiperboléides de uma folha;

— para cada k < 0, temos que a superficie de nivel de hj
correspondente ao nivel k é da forma 2?2 — 2% — y? = |k|.
Temos assim, que as superficies de nivel de hs sao
hiperboléides de duas folhas.

3.10 Graficos de Funcgoes Reais de Trés Variaveis
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Seja f : Dom(f) C R®* — R. Conforme ja sabemos, temos que o grafico da funcao f é
o subconjunto de R* dado por

Gr(f) ={(z.y,2 f(z,y,2)) €R|(2,y,2) € Dom(f)}.

No caso em questao, que sao o das funcoes reais de trés variaveis reais, atente para o
fato de que os graficos destas funcoes estao em R*, de modo que nao é possivel esboca-
los.

Exemplo 3.9.1: Determine o grafico da fungao f(z,y,2) = z* + y°.

Solugao: Gr(f) = {(z,y, 2, 2> +y*) € R*| (z,y,2) € R3}.
3.11 Exercicios

Exercicio 3.11.1: Determine e esboce as curvas de nivel da funcio f(z,y) = e*’¥.

Resposta: Temos que Dom(f) = R? e Im(f) = (0,00). As curvas de nivel k, para
k > 0, sao dadas por

Cilf) = {(z,y) R’V =k}
{(z,y) € R*| 2%y = Ink}.

Observe que se k = 1, temos que 2°y = 0 < x = 0 ou y = 0. Portanto, as curvas de

nivel 1 de f sao os eixos coordenados. Se 0 < k < 1 ou se k > 1, as curvas de nivel de

- - Ink
J sao dadas pela equagao y = —-. Note que se 0 < k < 1, Ink < 0, de modo que as
curvas estao abaixo do eixo x e se kK > 1, Ink > 0, de modo que as curvas estao acima
do eixo x. Abaixo temos um esboco das curvas de nivel.

As curvas de nivel k = 1 (eixos coordenados) estao esbogadas em azul, as curvas de nivel
k > 1 estao esbocadas em verde e as curvas de nivel 0 < k < 1 estao esbocadas em rosa.

\
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Exercicio 3.11.2: Determine e esboce as curvas de nivel da fungao f(z,y) =

Resposta: Inicialmente, observe que

Dom(f) = {(z,y) € R*|y # —x}

e que Im(f) = R. Desta forma, temos que, para todo k real, o conjunto de nivel k de
f é dado por

Culf) = {<x,y> e Dom(f) | 22 fc}

Para k = 0, temos que as curvas de nivel zero de f sao as semi-retas x =0 e y = 0,
(x,y) # (0,0). Ja se k # 0, temos que :1_:'3_/ =k<eoy=kx+y) < yle—k) =k,
Ty

kx
x # —y. Portanto, a curva de nivel k # 0 de f é o gréfico das funcao gy(x) = p—
x J—
x # k, retirando os pontos que pertencem a reta x = —y (pois estes pontos nao
pertencem ao dominio de f). Para descobrir que pontos do grafico de g devem ser

retirados, procedemos com a seguir.

k k

x#—yey:—x = x#——x@xz—kxi—kx@xio.
r—k r—

Desta forma, entao temos que as curvas de nivel zero de f sao as semi-retas x = 0 e

y =0, (z,y) # (0,0) e que as curvas de nivel k # 0 de f sao formadas pelos graficos

x
das fungao gip(x) = ——, = # k, retirando-se a origem.
l‘ —

k

Abaixo, temos exemplos de curvas de nivel de f relativas a diferentes valores de k
escolhidos.

Para k =1, a curva de nivel de f é dada por y = . i 7> com z # 0.

Para k = 2, a curva de nivel de f é dada por que y = %, com x # 0.
Para k = 3, a curva de nivel de f é dada por que y = x?icg’ com x # 0.
Para k = —1, a curva de nivel de f é dada por que y = x_—i—xl’ com x # 0.
Para k = —2, a curva de nivel de f é dada por que y = 3;2_2, com x # 0.
Para k = —3, a curva de nivel de f é dada por que y = x_iaj?)’ com x # 0.

Algumas curvas de nivel de f encontram-se esbogadas abaixo.
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Exercicio 3.11.3: Determine e esboce o gréfico e as curvas de nivel da funcao

flany) = 42? + 9y?, se 4x* + 9y* < 36
DYT 12— (422 + 99?), se36 <4z + 9y < T2

e
N

2
x

Exercicio 3.11.4: Determine e esboce as curvas de nivel da funcao f(z,y) = %.
=Ty

Solucgao:

f) Neste caso, observe que Dom(fs) = R*\{(0,0)}. Como a imagem de fs nao é
imediata, diferente do que aconteceu nos exemplos anteriores, vamos deixar para de-
termind-la mais tarde. Supondo entao conhecida a imagem de fg, temos que, para todo
k € Im(fs), o conjunto de nivel k de fs é dado por

2

Cuth) = { .9) € Domf) | 2 =k}

Observe que k = 0 € Im(fs), e que o conjunto de nivel 0 de fs é dado por
Co(fs) = {(z,y) € Dom(fs)|x=0o0uy=0}.

Vamos supor agora que k # 0 é um elemento da I'm(fs). Desenvolvendo entao a
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2
igualdade % =k, para 0 # k € Im(fs), temos que
e +y

xy?

m:k s ay? =k’ + kyt @ ka® — yPr + ky' = 0.

Resolvendo a equacao acima em x, segue que

y? £ y2V/1 — 4k2
x = .
2k

De posse da equacao anterior, temos que, dado y real, y # 0, para obtermos x real,
1
devemos ter que 1 — 4k? > 0,k # 0 & k* < Z,k#0@|k| < é,k#O@k €

1 1 1 1
[—5, O) U (O, 5} Sendo assim, para k € [—5, 0) U (O, 5}, temos que o conjunto de

nivel k de fg é dado por

1i\/1—74k2)}’

Culfs) = {(m) € Dom(fy) | v =y’ ( 2

1+£v1 —4/{;2>
2k ’

ou seja, as curvas de nivel k (k # 0) de fg sdo as pardbolas x = 1> (
com (z,y) # (0,0).

Por exemplo,
para k = 1/2, temos a pardbola z = y2, (z,y) # (0,0);

32“5) cw =y (3‘2@, (¢,9) #
(0,0);

para k = 1/4, temos as pardbolas z = y? (24 V/3) e x = y* (2 — V/3), (z,y) # (0,0);
para k = —1/2, temos a pardbola x = —y?, (z,y) # (0,0);

3+/5 :_y2<3—\/5>

para k = 1/3, temos as pardbolas z = y?

para k = —1/3, temos as pardbolas ¥ = —y?

(z,y) # (0,0);

para k = —1/4, temos as parabolas r = —y? (2 + \/§) exr = —y? (2 — \/g), (z,y) #
(0,0);

As curvas de nivel de fg encontram-se esbocadas abaixo.

ex
2

Observe que, de acordo com as observagoes anteriores, s6 encontramos solucoes z
i so —2V- k quando k U Tsto signif
e y reais para a equacao Eg quando k € —5r3|- Isto significa que

i) = |53
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Exercicio 3.11.5: Faca os exercicios da Lista 1.



